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前書き

第 3章の問題のみ解答がそろっています。他の章についても現在製作中です。誤植・訂正・要望
がある場合はグーグルフォーム https://forms.gle/mwtHVys6k6DpjkCA9で連絡してください。各
問題に [解答]と書いてますが、教科書の文言そのままの場合は [解答*]と書くことにしています。
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第 1章

第 2章

第 3章
3.1.1

次の素数 pに対し，(x+ y)p = xp + yp + pf(x, y)となる f(x, y) ∈ Zを求めよ.
(1) p = 2 (2) p = 3 (3) p = 5 (4) p = 7

[解答] 二項展開を用いて計算するだけである.
(1)

(x+ y)2 = x2 + y2 + 2xy

より f(x, y) = xy.
(2)

(x+ y)3 = x3 + y3 + 3(x2y + 3xy2)

より f(x, y) = x2y + xy2.
(3)

(x+ y)5 =x5 + y5 + 5C1x
4y + 5C2x

3y2 + 5C3x
2y3 + 5C4xy

5

=x5 + y5 + 5(x4y + 2x3y2 + 2x2y3 + xy4)

より f(x, y) = x4y + 2x3y2 + 2x2y3 + xy4.
(4)

(x+ y)7 =x7 + y7 + 7C1x
6y + 7C2x

5y2 + 7C3x
4y3 + 7C4x

3y4 + 7C5x
2y5 + 7C6xy

6

=x7 + y7 + 7(x6y + 3x5y2 + 5x4y3 + 5x3y4 + 3x2y5 + xy6)

より f(x, y) = x6y + 3x5y2 + 5x4y3 + 5x3y4 + 3x2y5 + xy6. □

3.1.2
pを素数とするとき，x, y ∈ Zで x ≡ y mod pなら，
すべての n > 0に対し，xpn ≡ ypn mod pn+1 であることを証明せよ.
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[解答] n (ただし n = 0も加えた n ≥ 0で考える)に関する数学的帰納法で示す.
[1] n = 0のとき 仮定より成り立つことは明らか.
[2] n = k (k ∈ Z, k ≥ 0)のとき仮定が成り立つとして，n = k + 1のときを考える.n = kのときの仮
定から xpk ≡ ypk mod pk+1 より xpk − ypk = pk+1m (m ∈ Z)とおける.つまり xpk = ypk + pk+1m

となる.
よって n = k + 1のとき

xpk+1
− ypk+1

= (xpk

)p − ypk+1

= (ypk

+ pk+1m)p − ypk+1

=
p∑

i=1
pCi(ypk

)p−i(pk+1m)i ∵二項展開

2 ≤ i ≤ pのとき (pk+1m)iは pk+2で割り切れる.i = 1のとき pC1は pで割り切れるので，pC1p
k+1m

は pk+2で割り切れる.よって xpk+1 − ypk+1 は pk+2で割り切れるので，n = k+ 1のときも主張は成
り立つ.
[1],[2]より題意は示された. □

3.1.3
素体の自己同型は恒等写像だけであることを証明せよ.

[解答] まず Qについて考える.φを体 Qの自己同型とすると φ(1) = 1, φ(0) = 0である.n ∈ Nにつ
いて

φ(n) =φ( 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
n 個

)

= φ(1) + · · · + φ(1)︸ ︷︷ ︸
n 個

=n

また −n < 0についても φ(−n) = −φ(n) = −nとなる.つまり φ(n) = n (n ∈ Z)が示された.
次に Qの元 n

m (m 6= 0, n,m ∈ Z)についても
φ( n

m ) =φ(nm−1)
=nφ(m)−1

= n
m

となるので，φ = idQ であることが示された.
次に Fp上の自己同型 ψについて考える.上の Qの場合と同様に ψ(n) = n (∀n ∈ Fp)を示せる.これ
は ψ = idFp を意味するので，題意は示された. □
※この証明で単射・全射性を用いていないため，問題の条件を“自己同型”ではなく“自己準同
型”に緩めても OK.
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3.1.4

L = K(x1, x2) を体 K 上の 2 変数有理関数体，A =
(

a b

c d

)
∈ GL2(K) とするとき，

ϕ(x1) = ax1 + cx2, ϕ(x2) = bx1 + dx2 となる ϕ ∈ Autal
KLがあることを証明せよ.

[解答] 命題 1.3.14より ϕ̃ ∈ Homal
K(K[x1, x2],K[x1, x2])で ϕ̃(x1) = ax1 + cx2, ϕ̃(x2) = bx1 + dx2が

存在する.行列で書けば (
ϕ̃(x1) ϕ̃(x2)

)
=

(
x1 x2

)
A

A ∈ GL2(K)より A−1 が取れるので，両辺にかければ(
x1 x2

)
=

(
ϕ̃(x1) ϕ̃(x2)

)
A−1

となる.これは A−1 に対しても ϕ̃と同様に定めた写像が ϕ̃の逆写像になることを意味する.よって
ϕ̃ ∈ Autal

K(K[x1, x2]).局所化の普遍性 (命題 1.8.6)より ϕ̃を問題の ϕ ∈ Autal
KLに拡張することがで

きる.したがって題意は示された. □

3.1.5

L = K(x) を体 K 上の 1 変数有理関数体，A =
(

a b

c d

)
∈ GL2(K) とするとき，

ϕ(x) = (ax+ c)/(bx+ d)となる ϕ ∈ Autal
KLがあることを証明せよ.

[解答] 命題 1.3.14より ϕ̃ ∈ Homal
K(K[x], L)で ϕ̃(x) = (ax+ c)/(bx+d)が存在する.さらに ϕ̃は局所

化の普遍性 (命題 1.8.6)より ϕ̃を問題の ϕ ∈ Homal
K(L,L)に拡張することができる ※.ここで ϕの逆

写像を推測するために ϕ̃(x) = (ax+ c)/(bx+ d)を xについて解くと，x = (−dϕ(x) + c)/(bϕ(x) − a)

となることがわかる.そこで
(

−d b

c −a

)
∈ GL2(K)から同様に定められた写像 ϕ′ ∈ Homal

K(L,L)

を構成すると，ϕ′(x) = (−dx+ c)/(bx− a)で先ほどの関係式を満たすように定めたので明らかに ϕ

の逆写像になる.したがって ϕ ∈ Autal
KLとなり題意は示された. □

※局所化の普遍性のときに A ∈ GL2(K)という条件を用いている.ϕ̃はK[x]の元を Lの単元に移す
必要がある.Lは商体なので，このことは ϕ̃(f(x))，つまり f(ϕ̃(x)) (∀f(x) ∈ K[x])が 0でないこと
と同値.さらにこれは ϕ(x)が K 上超越的であることに同値.そこで ϕ(x)が超越的である条件を調
べる.もし ϕ(x)が超越的でないとすると ∃f(x) = xn + an−1x

n−1 + · · · + a0 ∈ K[x] f(ϕ(x)) = 0.
よって (

ax+ c

bx+ d

)n

+ an−1

(
ax+ c

bx+ d

)n−1

+ · · · + a0 = 0

(ax+ c)n + an−1(ax+ c)n−1(bx+ d) + · · · + a0(bx+ d)n = 0
a0(bx+ d)n ≡ 0 mod (ax+ c)

a0 = 0 なら f(x) を x で割ることで a0 6= 0 となるように f(x) を取り換えることができる. 故に
a0 6= 0としても良いので，(bx + d)n は ax + cで割り切れる.ax + cは素元なので，これは bx + d

は ax + c で割り切れることと同値. さらにこれは ( a c ), ( b d ) が線形従属である，つまり
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A 6∈ GL2(K)であることと同値.まとめると「ϕ(x)がK 上超越的でない⇒ A 6∈ GL2(K)」が示され
た.逆に A 6∈ GL2(K)とすると，ad− bc = 0より

ϕ(x) = adx+ cd

d(bx+ d)
= c(bx+ d)
d(bx+ d)

= c

d

となるので ϕ(x)は超越的でない.つまり「ϕ(x)がK上超越的⇔ A ∈ GL2(K)」なので，A ∈ GL2(K)
という条件を課しているのである.

3.1.6
n, d > 0 を整数，p1, · · · , pt は相異なる素数，a1, · · · , at > 0 は整数，d = pa1

1 · · · pat
t , K =

Q( n
√
d)とする。

(1) a1 が n と互いに素なら，d′ = p1p
b2
2 · · · pbt

t (b2, · · · , bt ≥ 0 は整数) という形の整数で
n
√
d′ ∈ K となるものがあることを証明せよ。

(2) (1)の状況で [K : Q] = nであることを証明せよ。

[解答] (1) a1 と nが互いに素より a1x+ ny = 1となるような整数 x, y が存在する (さらに後のた
めに xは自然数とする)。このとき py

1( n
√
d)x ∈ K について考えると

py
1( n

√
d)x = n

√
pa1x+ny

1 pa2x
2 · · · patx

t

= n

√
p1p

a2x
2 · · · patx

t

となるので，d′ = p1p
a2x
2 · · · patx

t と取ればよい (xを自然数としたため aix ≥ 0は満たす)。
(2) (1)の d′についてK ′ = Q( n

√
d′)とおくとK ⊃ K ′である。 n

√
dは xn −dの根なので [K : Q] ≤ n。

また n
√
d′は xn − d′の根で，xn − d′はアイゼンシュタインの判定法 (定理 1.12.11)で p = p1として

考えれば Q上既約であることが分かる。よって [K ′ : Q] = nである。これまでのことを合わせて
[K : K ′] = 1 ⇔ K = K ′ となり，[K : Q] = nが導かれる. □

3.1.7
K を体，L,F をK の拡大体とするとき，[L : K] = 3, [F : K] = 4なら，Lは F に含まれるこ
とはないことを証明せよ.

[解答] 例題 3.1.22と同じ方針で示す.もしK ⊃ L ⊃ F なら，4 = [F : K] = [F : L][L : K] = 3[F : L]
となり，4が 3で割り切れてしまうので矛盾である. □

3.1.8
3
√

2 6∈ Q( 4
√

2)であることを証明せよ.

[解答] x4 − 2, x3 − 2はアイゼンシュタインの判定法 (定理 1.12.11)よりQ上既約で，さらにモニッ
クなのでそれぞれ 4

√
2, 3

√
2の最小多項式となる (系 3.1.25).よって [Q( 4

√
2) : Q] = 4, [Q( 3

√
2) : Q] = 3

となる.ここで仮に 3
√

2 ∈ Q( 4
√

2)とすると Q( 3
√

2) ⊂ Q( 4
√

2)となり，問題 3.1.7よりこれは矛盾.し
たがって題意は示された. □
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3.1.9
L/K を体の拡大で [L : K] = 2とする.f(x) ∈ K[x]が 3次の既約多項式なら，f(x)は L上で
も既約であることを証明せよ.

[解答] f(x)は L上で既約でないとすると，3次なので ∃α ∈ L, f(α) = 0.f(x)は K 上 3次の多項
式より [K(α) : K] = 3.α ∈ Lより L ⊃ K(α) ∈ K であるので，[L : K] = [L : K(α)][K(α) : K]より
2 = [L : K(α)]3.これは明らかに矛盾するので，題意は示された. □

3.1.10
L/K は体の拡大で L = K(α), [L : K] = 3とするとき，L = K(α2)であることを証明せよ.

[解答] K(α)は体なので α2 ∈ K(α)であるから L ⊃ K(α2) ⊃ K.よって 3 = [L : K(α2)][K(α2) : K]
が成り立つ.α2 ∈ K とすると ∃c ∈ K, α2 − c = 0となる.これは αの K 上の最小多項式が 2次以下
であることを表し，[L : K] = 3に矛盾.よって α2 ∈ K，すなわち [K(α2) : K] > 1.このとき先程の
等式から [L : K(α2)] = 1となるしかなく，これは L = K(α2)を意味するので，題意は示された.
□

3.1.11
Kを体，f(x) ∈ K[x]を 2次の既約多項式，f(α) = f(β) = 0とする.このとき，K(α) = K(β)
であることを証明せよ.

[解答*] f(x) = x2 + a1x + a2 とする.α = β なら明らかである.α 6= β なら解と係数の関係から
α + β = −a1 ⇔ β = −α − a1 ∈ K(α)となるので，K(β) ⊂ K(α).同様にして K(α) ⊂ K(β)となる
ので，K(α) = K(β)は示される.補足として標数が 2でなければ，2次方程式の解の公式が使える
ので明らかであるが，この証明なら標数が 2でも良いというメリットがある. □

3.1.12
次の元の Q上最小多項式と Q上の共役をすべて求めよ.
(1)

√
3 +

√
5 (2) 3

√
4 (3)

√
−1 3

√
2 (4)

√
1 +

√
2

[解答] (1) α =
√

3 +
√

5

α−
√

3 =
√

5

α2 − 2
√

3α+ 3 = 5

α2 − 2 = 2
√

3α
α4 − 4α2 + 4 = 12α2

α4 − 16α2 + 4 = 0

よってx4−16x2+4が求める最小多項式であることを示す.上の式変形より√
3 = α2−2

2α ,
√

5 = α−
√

3
で √

3,
√

5 ∈ Q(α) となるので，Q(α) = Q(
√

3,
√

5). 例題 3.1.34(1),(2) と同様に √
5 6∈ Q(

√
3) を示

せば [Q(α) : Q] = 4 を示せるので，√
5 6∈ Q(

√
3) を示す. 仮に √

5 ∈ Q(
√

3) とすると明らかに
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[Q(
√

3) : Q] = 2 より ∃a, b ∈ Q,
√

5 = a + b
√

3 となる. 両辺を 2 乗して a2 + 3b2 + 2
√

3ab = 5 が
得られる.

√
3 は無理数なので，この式が成り立つには ab = 0 となる必要がある.b = 0 のなら

√
5 = a ∈ Qとなり矛盾.よって a = 0であり，bを b = c

d (c, d ∈ Z, d 6= 0)と書くと 3c2 = 5d2 とな
る.両辺の素因数 5の個数を考えると c2, d2( 6= 0)は平方数で，両辺の偶奇が一致しないので矛盾.
よって√

5 6∈ Q(
√

3)は示されたので，[Q(α) : Q] = 4となり，これは x4 − 162 + 4が求める最小多項
式であることを意味する.また上の式変形を逆に辿ることで，共役は ±

√
3 ±

√
5と求まる.

(2) 明らかに [Q( 3
√

2) : Q] = 3であるので，問題 3.1.10よりQ( 3
√

4) = Q( 3
√

2)であり，[Q( 3
√

4) : Q] = 3
となる.つまり求める最小多項式は 3次であるが，( 3

√
4)3 − 4 = 0よりそれは x3 − 4だとわかる.ま

た共役はその最小多項式の根を求めることで，1の原始 3乗根 ωを用いて 3
√

4, 3
√

4ω, 3
√

4ω2 となる.
(3) (

√
−1 3

√
2)6 + 4 = 0 なので，x6 + 4 が求める最小多項式であることを示す. (

√
−1 3√2)4

2 =
3
√

2,
√

−1 =
√

−1 3√2
3√2 より 3

√
2,

√
−1 ∈ Q(

√
−1 3

√
2) が分かる. 3

√
2 の Q 上の最小多項式が x3 − 2 で

あることから，[Q(
√

−1 3
√

2) 3
√

2) : Q] は 3 の倍数だと言える. また明らかに [Q(
√

−1) : Q] = 2
であることから [Q(

√
−1 3

√
2) : Q] は 6 の倍数だと言える. よって x6 + 4 が求める最小多項

式だと分かる. また共役は方程式 x6 + 4 = 0 を解くことで 1 の原始 3 乗根 ω を用いて
√

−1 3
√

2,
√

−1ω 3
√

2,
√

−1ω2 3
√

2,−
√

−1 3
√

2,−
√

−1ω 3
√

2,−
√

−1ω2 3
√

2と書ける.
(4)

α =
√

1 +
√

2

α2 = 1 +
√

2

α2 − 1 =
√

2
α4 − 2α2 + 1 = 2

α4 − 2α2 − 1 = 0

x4 − 2x2 − 1はアイゼンシュタインの判定法 (定理 1.12.11)より既約であるので，これが求める最
小多項式である.また共役な元は上の式変形を逆に辿ることで，±

√
1 ±

√
2であることが分かる.

□

3.1.13
(1)

√
3 +

√
5の Q(

√
3)上の多項式を求めよ.

(2) 4
√

2の Q(
√

2)上の最小多項式を求めよ.
(3)

√
−1 3

√
2の Q(

√
−1)上の最小多項式を求めよ.

[解答] (1) 問題 3.1.12(1)より √
3 +

√
5の Q上の最小多項式は 4次なので，[Q(

√
3 +

√
5) : Q] = 4

だと分かる.ここで明らかに [Q(
√

3) : Q] = 2であることから，[Q(
√

3 +
√

5) : Q] = 2，つまり求める
最小多項式は 2次だと分かる.ここで問題 3.1.12(1)の解答から (

√
3 +

√
5)2 − 2

√
3(

√
3 +

√
5) − 2 = 0

であるので，x2 − 2
√

2x− 2が求める最小多項式だと分かる.
(2) 4

√
2 の Q 上の最小多項式 x4 − 2 の次数が 4 であることから 4

√
2 6∈ Q(

√
2) と言える. よって

[Q(
√

2)( 4
√

2) : Q(
√

2)] ≥ 2，つまり求める最小多項式は 2次以上.ここで ( 4
√

2)2 −
√

2 = 0であるの
で，x2 −

√
2が求める最小多項式だと分かる.

(3) (
√

−1 3√2)4

2 = 3
√

2 より 3
√

2 ∈ Q(
√

−1)(
√

−1 3
√

2) が分かる. 3
√

2 の Q 上の最小多項式が x3 − 2 で
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あることから，[Q(
√

−1)(
√

−1 3
√

2) : Q] は 3 の倍数だと言える. また明らかに [Q(
√

−1) : Q] = 2
で 2 と 3 は互いに素であることから [Q(

√
−1)(

√
−1 3

√
2) : Q(

√
−1)] は 3 の倍数だと言える.

つまり [Q(
√

−1)(
√

−1 3
√

2) : Q(
√

−1)] ≥ 3 で，求める最小多項式は 3 次以上となる. ここで
(
√

−1 3
√

2)3 + 2
√

−1 = 0であるので，x3 + 2
√

−1が求める最小多項式だと分かる. □

3.1.14
L/Qは体の拡大で α ∈ Lは x3 − x− 1の根とする.次の元を aα2 + bα+ c (a, b, c ∈ Q)という
形に表せ.
(1) (α2 + 1)2 (2) (α2 + α+ 2)(α2 − 2α+ 3)

[解答*] αは α3 − α− 1 ⇔ α3 = α+ 1という関係式を満たすので，それを用いて αの次数を下げ
ていけばよい.
(1)

(α2 + 1)2 = α4 + 2α2 + 1 = (α+ 1)α+ 2α2 + 1 = 3α2 + α+ 1
(2) (1)の式を利用して

(α2 + α+ 2)(α2 − 2α+ 3) = [(α2 + 1) + (α+ 1)][(α2 + 1) − 2(α− 1)]
= (α2 + 1)2 + (−α+ 3)(α2 + 1) − 2(α2 − 1)
= 3α2 + α+ 1 − α3 − α+ 3α2 + 3 − 2α2 + 2
= 4α2 + 6 − (α+ 1)
= 4α2 − α+ 5 □

3.1.15
(1) α = 3

√
3 − 3

√
9の Q上の最小多項式を求めよ.

(2) α−1 を a 3
√

9 + b 3
√

3 + c (a, b, c ∈ Q)という形に表せ.

[解答] (1)例題 2.7.3と同様に解く.Q( 3
√

3)の Q上の基底 {1, 3
√

3, 3
√

9}に対し，


α · 1 = 0 + 1 3
√

3 − 1 3
√

9

α · 3
√

3 = −3 + 0 3
√

3 + 1 3
√

9

α · 3
√

9 = 3 − 3 3
√

3 + 0 3
√

9

=⇒ P =

 0 1 −1
−3 0 1
3 −3 0


なので，αは det(xI−P ) = x3 +9x+6の根.α 6∈ Qで [Q( 3

√
3) : Q] = 3は素数なので，Q(α) = Q( 3

√
3).

したがって x3 + 9x+ 6が αの最小多項式.
[別解] 例題 3.1.33(1)と同様に解く (※解答の流れが分かりやすいように節 3.1以降の知識も用い
ることにする).αの最小多項式について，上の解答と同様にして [Q( 3

√
3) : Q] = 3より 3次となるこ

とがわかり，定理 3.3.21より Homal
Q (Q(α),Q) = {id, ϕ1, ϕ2}と書け，問題 3.3.5より求める最小多項

式は (x−α)(x−ϕ1(α))(x−ϕ2(α))と書ける.ここで命題 3.1.32(2)よりHomal
Q (Q( 3

√
3),Q)の 2つの元

で 3
√

3をそれぞれその共役 ω 3
√

3, ω2 3
√

3 (ωは 1の原始 3乗根)に移すものが存在する.それらを Q(α)
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上に制限したものが ϕ1, ϕ2となり，これらの作用によって α 7→ ω 3
√

3 − ω2 3
√

9, α 7→ ω2 3
√

3 − ω 3
√

9と
なる.よって求める最小多項式は (x− 3

√
3 + 3

√
9)(x− ω 3

√
3 + ω2 3

√
9)(x− ω2 3

√
3 + ω 3

√
9)となる.後は

以下のように関係式 ω2 + ω + 1 = 0を利用すると，この多項式の係数が求められる.

α+ ϕ1(α) + ϕ2(α)

= 3
√

3 − 3
√

9 + ω
3
√

3 − ω2 3
√

9 + ω2 3
√

3 − ω
3
√

9
= 0

αϕ1(α) + ϕ1(α)ϕ2(α) + ϕ2(α)α

= (ω 3
√

9 − 3ω2 − 3ω + 3ω2 3
√

3) + ( 3
√

9 − 3ω2 − 3ω + 3 3
√

3) + (ω2 3
√

9 − 3ω2 − 3ω + 3ω 3
√

3)

= 3
√

9(ω2 + ω + 1) + 3 3
√

3(ω2 + ω + 1) − 9(ω2 + ω)
= 9

αϕ1(α)ϕ2(α)

= 3 − 3ω2 3
√

3 − 3ω + 3 3
√

9 − 3 3
√

3 + 3ω2 3
√

9 + 3ω 3
√

9 − 9

= − 6 + 3 3
√

9(ω2 + ω + 1) − 3 3
√

3(ω2 + ω + 1)
= − 6

したがって求める最小多項式は x3 + 9x− 6となる.
(2) (1)より

α3 + 9α+ 6 = 0

α−1 = − 1
6

(α2 + 9)

= − 1
2

− 1
2

3
√

3 − 1
6

3
√

9 □

3.1.16
(1) 多項式 f(x) = x3 − x+ 1は Q上既約であることを証明せよ.
(2) L/Qは体の拡大で α ∈ Lは f(x)の根とする.このとき，β = α2 + α+ 1の Q上の最小多
項式を求めよ.
(3) β−1 を aα2 + bα+ c (a, b, c ∈ Q)という形に表せ.

[解答] (1) deg f(x) = 3なので，Q上既約でないとすると f(x)は Q上で根をもつ.命題 1.12.4より
根の候補は ±1のみである.しかし f(±1) = 1 6= 0よりこれは矛盾.よって f(x)は既約.
(2)例題 2.7.3と同様に解く.Q(α)の Q上の基底 {1, α, α2}に対し，関係式 α3 − α+ 1 = 0を利用す
ると


β · 1 = + 1 · 1 + 1α+ 1α2

β · α = − 1 · 1 + 2α+ 1α2

β · α2= − 1 · 1 − 0α+ 2α2

=⇒ P =

 1 1 1
−1 2 1
−1 0 2



10



なので，β は det(xI − P ) = x3 − 5x2 + 10x − 7 の根.β 6∈ Q で [Q(α) : Q] = 3 は素数なので，
Q(β) = Q(α).したがって x3 − 5x2 + 10x− 7が β の最小多項式.
※ αの共役が分からないため，問題 3.1.15の別解のようには解けない.
(3) (2)より

β3 − 5β2 + 10β − 7 = 0

β−1 = − 1
7

(β2 − 5β + 10)

= − 1
7
α2 − 2

7
α+ 4

7
□

3.1.17
Autal

Q (Q( 3
√

2)) = {1}であることを証明せよ.

[解答] ϕ ∈ Autal
Q (Q( 3

√
2)) とする. 命題 3.1.13(1) より Q 準同型は生成元の値により定まるので，

ϕ( 3
√

2)により ϕは定まる.よって ϕ( 3
√

2)を調べよう.例 3.1.30より 3
√

2の共役は 1の原始 3乗根 ω

を用いて 3
√

2, 3
√

2ω, 3
√

2ω2 であるので，命題 3.1.31より共役に移るので ϕ( 3
√

2) = 3
√

2, 3
√

2ω, 3
√

2ω2.
しかし 3

√
2ω, 3

√
2ω2 6∈ Rより 3

√
2ω, 3

√
2ω2 6∈ Q( 3

√
2)であるので，ϕ( 3

√
2) = 3

√
2しかあり得ない.命題

3.1.13(1)よりこれは ϕ = 1であることを意味するので，題意は示された. □

3.1.18
α =

√
2 +

√
−1とする.α−

√
2を考えることなどにより，αの Q上の最小多項式を求めよ.

[解答] α−
√

2 =
√

−1

α2 − 2
√

2α+ 2 = − 1

α2 + 3 = 2
√

2α
α4 + 6α2 + 9 = 8α2

α− 2α2 + 9 = 0

よって x4 − 2x2 + 9が α の Q 上の最小多項式であることを示す.上の式変形から √
2 = α2+3

2α よ
り √

2 ∈ Q(α). つまり Q(α) ⊃ Q(
√

2). また α は実数でないので α 6∈ Q(
√

2) で [Q(α) : Q(
√

2)] ≥
2.[Q(

√
2) : Q] = 2を利用すれば

[Q(α) : Q] = [Q(α) : Q(
√

2)][Q(
√

2) : Q] ≥ 4
これは αの Q上の最小多項式の次数は 4次以上であることを意味するので，x4 − 2x2 + 9が求める
最小多項式であることが示された. □

3.1.19
α = 3

√
2 +

√
2とする.α−

√
2を考えることなどにより，αの Q上の最小多項式を求めよ.

[解答]
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α−
√

2 = 3
√

2

α3 − 3
√

2α2 + 6α− 2
√

2 = 2

α3 + 6α− 2 =
√

2(3α2 + 2)
α6 + 36α2 + 4 + 12α4 − 24α− 4α3 = 2(9α4 + 12α2 + 4)
α6 − 6α4 − 4α3 + 12α2 − 24α− 4 = 0

よって x6 − 6x4 − 4x3 + 12x2 − 24x− 4が αのQ上の最小多項式であることを示す.上の式変形から
√

2 = α3+6α−2
3α2+2 より √

2 ∈ Q(α).また 3
√

2 = α −
√

2より 3
√

2 ∈ Q(α).つまり Q(α) ⊃ Q(
√

2),Q( 3
√

2).
これは [Q(α) : Q] が [Q(

√
2) : Q] = 2, [Q( 3

√
2) : Q] = 3 の倍数であることを意味する. よっ

て [Q(α) : Q] ≥ 6 である. つまり α の Q 上の最小多項式の次数は 6 次以上であるので，
x6 − 6x4 − 4x3 + 12x2 − 24x− 4が求める最小多項式であることが示された. □

3.2.1
[Q : Q] = ∞であることを証明せよ.

[解答] [Q : Q] 6= ∞ と仮定すると，∃n ∈ N, [Q : Q] = n となる. このとき n+1
√

2 ∈ Q について
( n+1

√
2)n+1 − 2 = 0で，アイゼンシュタインの判定法 (定理 1.12.11)より n+1

√
2の Q上の最小多項式

は xn+1 − 2であることが分かる.よって [Q( n+1
√

2) : Q] = n+ 1であるが，Q ⊃ Q( n+1
√

2)より
n = [Q : Q] = [Q : Q( n+1

√
2)][Q( n+1

√
2) : Q] ≥ n+ 1

となり矛盾する.したがって背理法により題意は示された. □

3.2.2
K = C(x)を 1変数有理関数体とする.[K : K] = ∞であることを証明せよ.

[解答] 前問 3.2.1と同様に示す.[K : K] 6= ∞と仮定すると，∃n ∈ N, [K : K] = nとなる.このとき
n+1

√
x ∈ K について ( n+1

√
x)n+1 − x = 0である.さらに C[t]は一意分解環 (命題 1.11.22)より，アイ

ゼンシュタインの判定法 (定理 1.12.11)が使えるので， n+1
√
xのK 上の最小多項式は tn+1 − xであ

ることが分かる (※例題 1.7.14(2)より xは C[x]の素元).よって [K( n+1
√
x) : K] = n+ 1であるが，

K ⊃ K( n+1
√
x)より

n = [K : K] = [K : K( n+1
√
x)][K( n+1

√
x) : K] ≥ n+ 1

となり矛盾する.したがって背理法により題意は示された. □

3.3.1
次の Fp 上の多項式が重根を持つ pをすべて求めよ.
(1) f(x) = x3 + 3x2 + 5 (2) f(x) = x4 + 4x+ 6

[解答] 例題 3.3.7のユークリッドの互除法を用いた方法で解く.
(1) f ′(x) = 3x2 + 6x なので，p = 3 のとき (※後のユークリッドの互除法の途中で分母
に 3 が出現するため個別に調べる必要がある)f ′(x) = 0 となり重根を持つ.p = 2 のとき
f(x) = f ′(x)

( 1
3x + 1

3
)
−2x + 5 = 1となり重根を持たない.p 6= 2, 3のとき，さらに互除法を続けて
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f ′(x) = (−2x+ 5)
(
− 3

2x− 27
4

)
− 135

4 .そのため f(x)が重根を持つ⇔ 135
4 = 0より p = 5のときのみ

重根をもつ.よって求める pは p = 3, 5.
(2) f ′(x) = 4x3 + 4 なので，p = 2 のとき f ′(x) = 0 となり重根を持つ.p = 3 のとき f(x) =
f ′(x) · 1

4x+ 3x+ 6 = f ′(x) · 1
4xとなり重根を持つ (系 3.3.4).p 6= 2, 3のとき，さらに互除法を続けて

f ′(x) = (x+ 2)(4x2 − 8x+ 16) − 28(※単元倍は最大公約数への影響を無視できるので 3x+ 6の代わ
りに x+ 2を考えた).そのため f(x)が重根を持つ⇔ 28 = 0より p = 7のときのみ重根をもつ.よっ
て求める pは p = 2, 3, 7. □

3.3.2
K を標数 2の体，f(x) = x2 + ax+ b ∈ K[x]を K 上既約な分離多項式とする.α1, α2 ∈ K が
f(x)の根なら，(1) a, α1 6= 0, (2) α2/α1 6∈ K を証明せよ.

[解答] (1) chK = 2より f ′(x) = 2x+ a = aとなる.そのため a = 0とすると f ′(x) = 0となり，こ
れは命題 3.3.3より f(x)が重根を持つことを意味し f(x)の分離性に矛盾.よって a 6= 0である.また
もし α1 = 0とすると α ∈ K より f(x)はK 上で根をもつので既約性に矛盾.よって α1 6= 0となる.
(2) (1)より α1 6= 0なので解と係数の関係から α1α2 = b ⇔ α2/α1 = b/α2

1.よって α2/α1 ∈ K とす
ると α2

1 ∈ K となる.つまり α1のK 上の最小多項式として x2 − α2
1が取れる.f(x)も α1の最小多項

式であり，最小多項式の一意性から a = 0となる必要がある.これは (1)の a 6= 0に矛盾する.した
がって題意は示された. □

3.3.3
K を体，f(x) = x2 + ax + b, g(x) = x2 + cx + d ∈ K[x]を 2次の K 上既約な分離多項式，
α1, α2 ∈ K を f(x)の根，β1, β2 ∈ K を g(x)の根，K(α1)(= K(α2)) 6= K(β1)
(1) γ1 = α1β1 + α2β2, γ2 = α1β2 + α2β1 とするとき，γ1 6= γ2 であることを証明せよ.
(2) K 上の 2次多項式 h(x)で根が γ1, γ2 であるものを求めよ.
(3) K(γ1)は K(α1, β1)に含まれる K の 2次拡大で，K(γ1) 6= K(α1),K(β1)であることを証
明せよ.

[解答] (1) γ1 = γ2 とすると，分離性から β1 6= β2 なので
α1β1 + α2β2 =α1β2 + α2β1

α1(β1 − β2) =α2(β1 − β2)
α1 =α2

これは分離性から α1 6= α2 となることに矛盾するので，γ1 = γ2 となる.
(2) γ1, γ2 が根である K 上の 2次多項式 h(x) = x2 + ex + f があるとすると，解と係数の関係か
ら −e = γ1 + γ2, f = γ1γ2 となる必要がある. そこで f(x), g(x) についての解と係数の関係から
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α1 + α2 = −a, α1α2 = b, β1 + β2 = −c, β1β2 = dであることを利用すると
γ1 + γ2

= (β1 + β2)α1 + (β2 + β1)α2

= (α1 + α2)(β1 + β2)
= ac

γ1γ2

=α2
1β1β2 + α1α2β

2
1 + α1α2β

2
2 + α2

2β1β2

=α1α2(β2
1 + β2

2) + β1β2(α2
1 + α2

2)
=α1α2[(β1 + β2)2 − 2β1β2] + β1β2[(α1 + α2)2 − 2α1α2]
= b(c2 − 2d) + d(a2 − 2b)
= a2d+ bc2 − 4bd

となる必要がある.逆に係数をこのように定めればその解は γ1, γ2 となるので，求める多項式は
h(x) = x2 − acx+ a2d+ bc2 − 4bdとなる.
※問題によって天下り的に γ1, γ2 を根にもつ 2次多項式 h(x)の存在が分かっているから，この解
法が通じるようにみえる.しかし γ1 ∈ K(α, β)は Homal

K(K(α, β),K)の元を作用させても γ1, γ2 の
どちらかにしか移らないことが言える.これは命題 3.3.15から γ1 の共役が γ1, γ2 のみだと言えるの
で，γ1 の最小多項式として 2次多項式 h(x)の存在が天下り的ではなくあらかじめ分かっているの
である.
(3) K(α1, β1) ⊃ K(γ1)は明らかなので，K の 2次拡大であることと K(γ1) 6= K(α1),K(β1)を示せ
ばよい.しかしK(γ1) 6= K(α1)を示せば γ1 6∈ K(α1)より γ1 6∈ K で，これはK(γ1)が 1次より大き
い拡大であることを意味する.さらに (2)より γ1 を根とする K 上の 2次多項式 h(x)が存在するの
でK(γ1)はK の 2次拡大であることが言える.また α1, β1は対称的なので，K(γ1) 6= K(α1)が示さ
れればK(γ1) 6= K(β1)も言える.よってK(γ1) 6= K(α1)を示せば十分.
背理法により示すためK(γ1) = K(α1)とする.このとき γ1, γ2 = ac− γ1 ∈ K(α)であることに注意.
chK 6= 2のとき 解と係数の関係から

γ1 − γ2 = α1(β1 − β2) − α2(β1 − β2) = (α1 − α2)(β1 − β2)
分離性より α1 − α2 6= 0 であるので β1 − β2 = β1 − (−c − β1) = 2β1 + c は K(α) の元. つまり
2β1 ∈ K(α).2 6= 0であるので β1 ∈ K(α1)となり，これはK(α1) 6= K(β1)に矛盾.
chK = 2のとき 同様に解と係数の関係から

α1γ1 − α2γ2 = α2
1β1 + bβ2 − bβ2 − α2

2β1 = −a(α1 − α2)β1

より −a(α1 − α2)β1 ∈ K(α1)となる.分離性より α1 − α2 6= 0.また問題 3.3.2(1) より a 6= 0である
ので β1 ∈ K(α1)となる.これは K(α1) 6= K(β1)に矛盾. したがって背理法により題意は示された.
□
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3.3.4
K = F2(t)を F2 上の 1変数有理関数体とする.
(1) f(x) = x2 + x+ t, g(x) = x2 + x+ t+ 1は F2(t)上の既約な分離多項式であることを証明
せよ.
(2) α, β ∈ K をそれぞれ f(x), g(x)の根とするとき，K(α) 6= K(β)であることを証明せよ.
(3) (1)の f(x), g(x)に対して，前問 (2)の h(x)を求めよ.

[解答] (1) 命題 1.11.22より F2[t]は一意分解環であるので，命題 1.11.34より F2(t)上の既約性は
F2[t]上の既約性と考えてもよい.さらに f(x), g(x)は 2次多項式なので F2[t]上既約であることと，
F2[t]上で根をもつことは同値.よって f(x), g(x)が既約でないとすると，f(x), g(x)は F2[t]上で根
をもつ.命題 1.12.4よりそれぞれの根の候補は tの約元 ±1,±t，t+ 1の約元 ±1,±(t+ 1)となる.実
際に代入して計算すると f(x), g(x)は 0となることはないので矛盾する.よって f(x), g(x)は既約.
また f ′(x) = g′(x) = 1 6= 0なので命題 3.3.5より f(x), g(x)は分離多項式である.よって題意は示さ
れた.
(2) ※ 4.15 アルティン-シュライアー理論での定理 4.15.4(2)の証明と同様.
K(α) = K(β)とすると ∃c0, c1 ∈ K, β = c0 + c1αと書ける.よって

β2 + β + t+ 1 = 0
c2

0 + c2
1α

2 + c0 + c1α+ t+ 1 = 0
c2

0 + c2
1(−α− t) + c0 + c1α+ t+ 1 = 0

(−c2
1 + c1)α+ (c2

0 − c2
1t+ c0 + t+ 1) = 0

α, 1の線形独立性から c2
1 − c1 = 0 ⇔ c1(c1 − 1) = 0 ⇔ c1 = 0, 1となる.c1 = 0とすると β = c0 ∈ K

となり g(x)のK 上既約性に矛盾.よって c1 = 1となり先ほどの式変形を続けると
c2

0 + c0 + 1 = 0
となる.つまり多項式 x2 + x+ 1は K 上で根をもつ，すなわち可約である.(1)の既約性の議論と同
様にして x2 + x+ 1は既約であることが分かるので矛盾.したがってK(α) 6= K(β)となる.
(3) 問題 3.3.2(2)の解答で a = c = 1, b = t, d = t+ 1とおけばよいので，

h(x) = x2 − x+ t+ t+ 1 = x2 + x+ 1
と求まる. □

3.3.5
K は体、L/K は分離代数拡大、α ∈ L, {ϕ(α) |ϕ ∈ Homal

K(L,K)} = {α1, · · · , αn} とす
る (ただし、左辺の重複を除いたものが右辺)。このとき、α の K 上の最小多項式は
(x− α1) · · · (x− αn)であることを証明せよ。

[解答] α の最小多項式を f(x) とおくと、L/K は分離代数拡大なので互いに異なる
β1, · · · , βm ∈ K (m = deg f(x))を用いて、

f(x) = (x− β1) · · · (x− βm)

15



と 書 け る。よ っ て n = m か つ {α1, · · · , αn} = {β1, · · · , βm} を 示 せ ば よ い。し か し
α1, · · · , αn, β1, · · · , βm は重複を除いているので {α1, · · · , αn} = {β1, · · · , βm}を示せば十分。
{α1, · · · , αn} ⊃ {β1, · · · , βm} について示す。 βi (i = 1, · · · ,m) について、命題 3.3.15 より
∃ϕ ∈ Homal

K(L,K) ϕ(α) = βi となる。したがって βi ∈ {ϕ(α) |ϕ ∈ Homal
K(L,K)} = {α1, · · · , αn}。

よって ⊃は示された。
次に {α1, · · · , αn} ⊂ {β1, · · · , βm}を示す。こちらも命題 3.3.15より各 αi (i = 1, · · · , n)は αの共
役になるので β1, · · · , βm のどれかに一致するので、αi ∈ {β1, · · · , βm}となり ⊂は示された。
以上より題意は示された。 □

3.4.1
L/M,M/K が体の正規拡大で L/K が正規拡大でない例を見つけよ.

[解答] L = Q( 4
√

2),M = Q(
√

2),K = Qが例になっていることを示す.アイゼンシュタインの判定
法 (定理 1.12.11)より 4

√
2,

√
2の Q上の最小多項式は x4 − 2, x2 − 2であることが分かる.よって

√
2の Q上の共役は ±

√
2なので Q(

√
2)/Qは正規拡大，一方 4

√
2の Q上の共役は ± 4

√
2,± 4

√
2iで

特に ± 4
√

2i 6∈ Qより Q( 4
√

2)/Qは正規拡大でない.また ( 4
√

2)2 =
√

2より Q( 4
√

2) ⊃ Q(
√

2)であり，
[Q( 4

√
2) : Q] = 4, [Q(

√
2) : Q] = 2なので [Q( 4

√
2) : Q(

√
2)] = 2である.つまり 4

√
2の Q(

√
2)上の最小

多項式は 2次となるので，それは x2 −
√

2である.これより 4
√

2の Q(
√

2)上の共役は ± 4
√

2なので
Q( 4

√
2)/Q(

√
2)は正規拡大.したがって題意は示された. □

3.4.2
L,M ⊂ K がK の拡大体で L/K が正規拡大なら，L ·M はM の正規拡大であることを証明
せよ.

[解答] 定理 3.4.2の同値条件 (2)を使う (※初版では定理 3.4.2の前提で“L/K が有限次拡大”と
なっているが，第 2版では削除されているように無限次でも成り立つ.よって無限次の場合の議論
も含む).そこで N = L ·M とおいて ϕ ∈ Homal

M (N,K)について考える.α ∈ N とおくと N = L ·M
より

α = f(l1, · · · , ls,m1, · · · ,mt)
g(l1, · · · , ls,m1, · · · ,mt)

l1, · · · , ls ∈ L

m1, · · · ,mt ∈ M

s, t ∈ N ∪ {0}, f
g は係数がK の素体の元である s+ t変数有理式

と書ける.このとき ϕの準同型性とM の元を不変に保つことから
ϕ(α) = f(ϕ(l1), · · · , ϕ(ls),m1, · · · ,mt)

g(ϕ(l1), · · · , ϕ(ls),m1, · · · ,mt)
ここで ϕ|L ∈ Homal

K(L,K)で L/K が正規拡大より ϕ(L) ⊂ L.よって ϕ(li) = l′i ∈ L (i = 1, . . . , s)と
おけるので

ϕ(α) = f(l′1, · · · , l′s,m1, · · · ,mt)
g(l′1, · · · , l′s,m1, · · · ,mt)
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となり，ϕ(α) ∈ N となる.定理 3.4.2(2)より L ·M がM の正規拡大であることを意味するので，題
意は示された. □

3.5.1
(a) p = 3 (b) p = 5に対し，次の問に答えよ ((1)は p = 3については，演習問題 1.12.2に含
まれる).
(1) Fp 上既約な 1変数 xの 2次多項式 fp(x)を一つみつけよ.
(2) Fp2 = Fp[x]/(fp(x))において，αを xの剰余類とする.F×

p2 の生成元をみつけよ.

[解答] ※命題 1.11.38より F×
p2 は巡回群となるので，確かに生成元が生成元が存在することに注意.

(a) p = 3のとき (1) 演習問題 1.12.2より fp(x)として x2 + 1がとれる.
(2) |F×

9 | = 8より，位数 8の元を探せばよい.手を動かして探すと，
(α+ 1)2 = α2 + 2α+ 1 = 2α

(α+ 1)4 = (2α)2 = 4α2 = −4 = −1
よって α+ 1が生成元の一つとして取れる.
(b) p = 5のとき (1) F5 のどの元を代入しても根を持たないことから fp(x)として x2 + 2がとれる.
※代入して確かめなくてもF5ではフェルマーの小定理より x 6= 0 ⇒ x4 −1 = 0 ⇔ (x2 −1)(x2 +1) =
0 ⇔ x2 = ±1となることから既約性はわかる.
(2) |F×

25| = 24より，位数 24の元を探せばよい.手を動かして探すと，
(α+ 1)2 = α2 + 2α+ 1 = 2α− 1

(α+ 1)3 = (2α− 1)(α+ 1) = 2α2 + α− 1 = α

(α+ 1)12 = [(α+ 1)3]4 = α4 = 4
(α+ 1)8 = (α+ 1)3·2+2 = α2(2α− 1) = −4α+ 2 = α+ 2

※位数 4, 6の場合がないのは，それらは 12の約数なので計算が簡単な 12の場合に 1にならないこ
とが言えれば，位数 4, 6ともならないことが言えるため.
よって α+ 1が生成元の一つとして取れる. □

3.7.1
次の体の拡大 L/K に対し，L = K(α)となる α ∈ Lをそれぞれ一つみつけよ.なお，(4)では
K は 1変数有理関数体である.
(1) K = Q, L = Q(

√
2,

√
5)

(2) K = Q, L = Q(
√

2, 3
√

3)
(3) K = Q, L = Q(

√
2,

√
3,

√
5)

(4) K = F3(t), L = K(
√
t,

√
t+ 1)

[解答] 定理 3.7.1の条件を満たすような元を αとすればよい.
(1) 例題 3.1.34(1)(もしくは問題 3.1.12(1)) と同様にして [L : K] = 4 は示される.chK = 0 より
L/K は分離拡大であるので，|Homal

K(L,Q)| = [L : K] = 4.また √
2,

√
5の Q上の共役はそれぞれ
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±
√

2,±
√

5であり Homal
K(L,Q)の元は生成元√

2,
√

5の行き先で決定される.故に
σ(

√
2) = −

√
2, σ(

√
5) =

√
5, τ(

√
2) =

√
2, τ(

√
5) = −

√
5

となる σ, τ ∈ Homal
K(L,Q)が存在して Homal

K(L,Q) = {idL, σ, τ, στ}となるしかない.このとき
idL(

√
2 +

√
5) =

√
2 +

√
5 σ(

√
2 +

√
5) = −

√
2 +

√
5

τ(
√

2 +
√

5) =
√

2 −
√

5 στ(
√

2 +
√

5) = −
√

2 −
√

5

となるので，定理 3.7.1より α =
√

2 +
√

5と取れる.
(2) アイゼンシュタインの判定法 (定理 1.12.11)より x2 − 2, x3 − 3がそれぞれ √

2, 3
√

3の K 上の
最小多項式.ここで問題 3.1.9より [K(

√
2) : K] = 2, [L : K(

√
2)] = 3であるので [L : K] = 6とな

る.L/K は明らかに分離拡大なので |Homal
K(L,Q)| = [L : K] = 6となり，√

2, 3
√

3の K 上の共役は
それぞれ ±

√
2, 3

√
3, ω 3

√
3, ω2 3

√
3 (ωは 1の原始 3乗根)なので，

σ(
√

2) = −
√

2, σ( 3
√

3) = 3
√

3, τ(
√

2) =
√

2, τ( 3
√

3) = ω 3
√

3
となる σ, τ ∈ Homal

K(L,Q)が存在して Homal
K(L,Q) = {idL, τ, τ

2, σ, στ, στ2}となるしかない.この
とき

idL(
√

2 + 3
√

3) =
√

2 + 3
√

3 σ(
√

2 + 3
√

3) = −
√

2 + 3
√

3

τ(
√

2 + 3
√

3) =
√

2 + ω
3
√

3 στ(
√

2 + 3
√

3) = −
√

2 + ω
3
√

3

τ2(
√

2 + 3
√

3) =
√

2 + ω2 3
√

3 στ2(
√

2 + 3
√

3) = −
√

2 + ω2 3
√

3

となるので，α =
√

2 + 3
√

3と取れる.
(3) ※ 4.9クンマー理論を用いないと [L : K] = 8の議論が大変なので，4.9までの知識を仮定する.
1の原始 2乗根 −1を Qは含むので n = 2の場合の定理 4.9.7が使える.Q×/(Q×)2 内で {2, 3, 5}が
生成する部分群を R/(Q×)2 と書く.定理 4.9.7から L/K はガロア拡大で Gal(L/K) ∼= R/(Q×)2 で
ある.そこで R/(Q×)2 を調べる.例 4.9.8と同様に準同型

Z3 3 (a, b, c) 7→ 2a3b5c ∈ R/(Q×)2

を考える.素因数分解の一意性から 2a3b5b ∈ (Q×)2 ⇔ a, b, c ∈ (2Z)3 が成り立つので，準同型定理
から R/(Q×)2 ∼= (Z/2Z)3となる.よって Gal(L/K) ∼= (Z/2Z)3となり，|Gal(L/K)| = 8が得られる.
また √

2,
√

3,
√

5のK 上の共役は明らかに ±
√

2,±
√

3,±
√

5なので，
σ(

√
2) = −

√
2, σ(

√
3) =

√
3, σ(

√
5) =

√
5,

τ(
√

2) =
√

2, τ(
√

3) = −
√

3, τ(
√

5) =
√

5,

υ(
√

2) =
√

2, υ(
√

3) =
√

3, υ(
√

5) = −
√

5

となる.σ, τ, υ ∈ Gal(L/K)が存在して Gal(L/K) = 〈σ, τ, υ〉となるしかない.このとき
idL(

√
2 +

√
3 +

√
5) =

√
2 +

√
3 +

√
5 σ(

√
2 +

√
3 +

√
5) = −

√
2 +

√
3 +

√
5

τ(
√

2 +
√

3 +
√

5) =
√

2 −
√

3 +
√

5 στ(
√

2 +
√

3 +
√

5) = −
√

2 −
√

3 +
√

5

υ(
√

2 +
√

3 +
√

5) =
√

2 +
√

3 −
√

5 συ(
√

2 +
√

3 +
√

5) = −
√

2 +
√

3 −
√

5

τυ(
√

2 +
√

3 +
√

5) =
√

2 −
√

3 −
√

5 στυ(
√

2 +
√

3 +
√

5) = −
√

2 −
√

3 −
√

5

となるので，α =
√

2 +
√

3 +
√

5と取れる.
(4)

√
t の K 上の最小多項式はアイゼンシュタインの判定法 (定理 1.12.11) より x2 − t であ
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る (F3[t] は一意分解環 (例 1.11.36) なので判定法は使える). よって [K(
√
t) : K] = 2 となる. ま

た √
t+ 1 ∈ K(

√
t) とすると，∃a, b ∈ K

√
t+ 1 = a + b

√
t となる. 両辺を 2 乗して整理すれば

t+ 1 = (a2 + b2t) + 2ab
√
tとなり√

t, 1は線形独立なので a2 + b2t = t+ 1, ab = 0となる.ab = 0より
a = 0または b = 0であるが，a = 0なら b2t = t+ 1となる.b = f

g ∈ K とおくと tf2 = (t+ 1)g2 が
F3[t]で成り立つが，F3[t]は一意分解環で両辺の素元 tの個数の偶奇が異なるので矛盾.一方 b = 0
としても a2 = t+ 1となり，これは x2 − (t+ 1) = 0はアイゼンシュタインの判定法 (定理 1.12.11)
よりK 上既約であることに矛盾.よって√

t+ 1 6∈ K となるので，x2 − (t+ 1)がK(
√
t)上の√

t+ 1
の最小多項式となる.このことから [L : K] = 4が分かる.また√

t,
√
t+ 1の共役は ±

√
t,±

√
t+ 1で

あることから，√
t,

√
t+ 1はK上分離的なので L/Kは分離拡大.よってHomal

K(L,K) = [L : K] = 4
である.よって

σ(
√
t) = −

√
t, σ(

√
t+ 1) =

√
t+ 1, τ(

√
t) =

√
t, τ(

√
t+ 1) = −

√
t+ 1

となる σ, τ ∈ Homal
K(L,K)が存在して Homal

K(L,K) = {idL, σ, τ, στ}となるしかない. このとき
idL(

√
t+

√
t+ 1) =

√
t+

√
t+ 1 σ(

√
t+

√
t+ 1) = −

√
t+

√
t+ 1

τ(
√
t+

√
t+ 1) =

√
t−

√
t+ 1 στ(

√
t+

√
t+ 1) = −

√
t−

√
t+ 1

となるので，α =
√
t+

√
t+ 1と取れる. □

3.7.2
p > 0を素数，L = Fp(x, y)を Fp 上の 2変数有理関数体，K = Fp(xp, yp)とする.
(1) L/K は単拡大ではないことを証明せよ.
(2) L/K には中間体が無限個存在することを証明せよ.

[解答] (1) まず [L : K] = p2を示す.x ∈ LのK 上の最小多項式はアイゼンシュタインの判定法 (定
理 1.12.11)より tp − xp である.また y ∈ Lの K(x)上の多項式もアイゼンシュタインの判定法 (定
理 1.12.11)より tp − yp となる.よって [L : K(x)] = [K(x) : K] = pなので [L : K] = p2 となる.次に
x ∈ L ⇒ xp ∈ K を示す.f(x, y) ∈ Fp[x, y]とおくと補題 3.1.4より f(x, y)p = f(xp, yp)となるので
(係数はフェルマーの小定理 (系 I-2.6.24)より不変であることに注意)，f(x, y)p ∈ Lとなる.よって
Fp[x, y]の商体 L上において x ∈ L ⇒ xp ∈ K となることがわかる.故に L/K が単拡大であるとす
ると，α ∈ K を用いて L = K(α)となるが，[L : K] = p2 より，その K 上の最小多項式は p2 次.し
かしこれは x ∈ L ⇒ xp ∈ K より αp ∈ K であることに矛盾.したがって示された.
※ tp − xp が K 上の最小多項式であることの別証として次のようなものもある ([1]より).chK = p

より tp − xp = (t − x)p であるので，xの最小多項式は (t − x)d (d ≤ p)という形をしている.もし
d < pならこの多項式の定数項は K に属することから，xd ∈ K となり明らかに矛盾するからであ
る (もう少し厳密に示すなら，xd ∈ Kとすると x = f

g ∈ Kとおけて，xdg = f より deg g+d = deg f
が成り立つが deg f, deg gが pの倍数であることより矛盾を示せる).よって x ∈ Lの K 上の最小多
項式は tp − xp となる.同様にして tp − yp がK(x)上の最小多項式となることも示せる.
(2) ※ [1]を参考にした.
L \K 6= ∅より，適当な z ∈ L \Kを取ってきて中間体K(z)を考えられる.このとき (1)の議論から
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[K(z) : K] = pである.K(z) 6= Lより z′ ∈ L\K(z)となる z′が取れる.このとき各 c ∈ Kに対して定
まる中間体Mc = K(z + cz′)について考える.仮に中間体が無限個存在しないとすると，K は無限
体なので c 6= c′でMc = Mc′ =: M となる c, c′ ∈ K が存在することになる.z + cz′, z + c′z′ ∈ M であ
るので (z+cz′)−(z+c′z′)

c−c′ = z′ ∈ M となる.さらに (z + cz′) − cz′ = z ∈ M ともなる.つまりK(z) ⊂ M

で z′ 6∈ K(z), z′ ∈ M である.[L : K] = p2 の約数は 1, p, p2 のみで [M : K(z)] > 1より [M : K] = p2

となる.これは L = M = K(z + cz′)となることを意味し，(1)の Lが単拡大ではないことに矛盾.
したがって題意は示された. □

3.7.3
(1) L/K が無限次代数拡大なら，L/K は単拡大ではないことを証明せよ.
(2) 分離代数拡大で単拡大でない例を一つみつけよ.

[解答] (1) 対偶「L/K が単拡大⇒ L/K は無限次代数拡大でない」を示せばよい.
L/K を単拡大とする.L/K が代数拡大であるとすると明らかに主張は成り立つので，代数拡大とし
てもよい.このとき系 3.1.18(3)から L/K は有限次拡大となるため，無限次拡大ではなくなる.よっ
て示された.
(2) Q/Qが求める例の一つとなっていることを示す.問題 3.2.1より Q/Qは無限次拡大なので，(1)
より単拡大でない.また系 3.3.12より Qは完全体なので，Q/Qは分離拡大となる.したがって Q/Q

が求める例の一つである. □

第 4章
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